
北京航空航天大学
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士嘉书院

第一学期期中考试复习模拟题讲解

《 工科数学分析（1） 》



前言

考虑到考前模拟题要尽力给每一位同学（无论你刚刚着手

做往年题还是已经做完了所有的往年题）都带来一些收获。

所以本套模拟题题目整体难度相较于以往的模拟题或者往

年题都大了一些 o(╥﹏╥)o，做起来会感觉些许卡壳，具体

考试难度大家参考往年题目就可。

不过本套试题的题目都经过了学长的多次筛选，大部分题

目思路都是非常经典的，在往年题目中都多有考察，我也会

尽力写一份比较通俗易懂的答案供大家参考，积累方法(*^

▽^*) 。

建议大家看一下答案的内容，可能有的题目你算出来答案

了，但是过程并不对。学长在一些题目中补充了“经典错法”。

相信你在读完答案后会对往年题目或者数分有一个新的理

解，做题会感到顺畅许多(＾－＾)V

本套试题也有些许的不足：题目大多是为了提升大家计

算的能力。概念题，证明题出现的相对较少。大家也不必担

心，因为贴心的学支部已经联系了讲师，为大家准备了以讲

解课本定理为主的大型串讲活动，和本套题目形成了完美的

互补，帮助大家完整的复习（或许还是预习呢，不是嘛嘿嘿）

这半个学期的学习内容。

最后祝每一位学弟学妹期中都可以取得理想的成绩！

加油!



一.单项选择(每小题 4分,共 20 分)

A．（1）（2）（3）（4） B. （2）（3）（1）（4）

C. （2）（1）（3）（4） D. （3）（2）（1）（4）

这种题目的做法非常直接，就是利用等价替换将原式中的非多项式项等价替

换为多项式项，直接就能看出阶的多少
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( 中将( 项变为多项式项即可，利用等价替换

原式 阶为

中将 项变为多项式项即可，利用等价替换

原式 阶为
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大家记忆sinx,cosx泰勒展开时候有

原式 阶为

中将 项变为多项式项

个技巧

sinx是 ，泰勒展开为

这些

奇函数

地方都是

s

（2n+1)

奇数

偶x是 ，泰勒展开为函数

即可，利用泰勒展开
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（

原式

原式 阶为

则阶从小到大排序为（2

这

）

2

（

n)

偶

3）（

些

1

地方都 数是

）（4）

 3 30 cos 1), (2) ln 1 , (3) 1 1 (4) sinx x x x x x x x     1.当 时，将(1) ( ， 的阶从低阶到高阶排列，

正确的排序为（B）
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首先我们需要知道 是什么

我们要利用 把 解出来

分子为 类型

原式

去 4 4
4
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   极限符号

那么

于是a=2C,b=4

Ａ．0 Ｂ.a

Ｃ．
2
a

D. 不存在

这个题目就是一道往年题目啦

看到分子是数列 kka 求和的形式，当然第一下很容易就想到 stolz 定理咯，

这样分子就只留下通项了。
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由 定理

总结：当出现数列求和的时候使用 stolz 定理会大大简化极限运算
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2.已知 则



变式： 1 01, lim , lim( ... )
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若0 且 求证

根据 2的经验，求极限部分很像数列的求和，应该是要用 stolz 定理的，但是仔

细观察发现
k

0

n

n k
k
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 原式
被求和的部分 k 和 n-k 不对应，因此我们先对原式做一

下变形，之后再用 stolz 定理，这样思路就有了。
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由 定理
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3.设 在 内可导，

则a，b等于（ ）

A.-1,1 B. 2ln,
2
1

C. 2ln1， D. -1,1
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我们先将 化简一下，值得注意的是这里是关于n的极限，

求极限过程中要将x看作为确定的常数

但求完极限后n就没了，此时就是关于x的函数了
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要在 内可导，只需要在 处可导即可

此时可以列两个方程：

① 必然在 处连续： 即 ，即

则b=ln2

② 在 处可导： 即

1 1 a 1
2
a     即
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设 下列四个选项中能确定 在 处可导的是（ ）

. 存在

存在

存在

B

存在

关于可导这里，问我问题的学弟学妹非常多，所以出这样一道题目，顺便集

体解决下大家在可导这里的问题。大家可以先看问题讲解：
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这种题目就是凑导数定义，看导数定义

设 下列四

等

是否存

价替换

个选项中能确定 在 处可导的是（）
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存在吗？

当然不能呀， 这里还是个无穷小量呢

即使 为无穷大的时候，这个式子极限依然有可能存在

）

存在
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存在

并且注意到 时 ； 时 ，也

等价替换）

就是左右导数都存在

那就可以判定 在 就是咱们讨论处可导了( ）的最后一个问题
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存在

存在能推出 存在吗？

当然不能，因为 为无穷小量，即使 无穷大时候， 也可能存在
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存在

这个也是很常见的考法

首先告诉大家一个结论：要判定导数存在 ，两个括号内必须是“一动一静”的

如果出现两个括号内都是变量，就一定是推不出 导数存在的

存在

能推出 存在且
) (0)f
h


存在吗？当然不能

两项的和差极限存在，是不能推出两项的极限都存在的
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则（ ）

是 的第一类间断点

是 的第二类间断点

在 处连续但不可导

在 处可导
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要讨论间断点类型

没有无定义点，直接讨论分段点就可

在 处为分段点

，值得注意

（建议先看变

的是 时，

那么

所以 在 处连续

都错

下讨论可导性：
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，根据夹逼定理知该极限为1

那么左导数 右导数，于是 在 处可导

本题选
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讨论 的连续性，指出间断点类型



这个题目主要是为了告诉大家分析间断点的思路：
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-k - -

①函数没有定义的点一定是间断点；

②分段点也可能出现间断点，要讨论其左右连续性

函数在x=1,x=-k - （k ，1,2,...)处都没有定义，所以这些点都是间断点

在x=1处

（注意这里不能包含0)

， 不存在，所以 为第二类震荡间断点

在x=-k - （k 1,2

那么我们首先找没定义

,...)处 ，

的点：
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k -

-

我们再讨论函数的

= ，所以 -k - 为第二类无穷间断点

，所以 - 为第一类可去间断点

所以 为第一类跳跃间断点

小小函数却包

分段点x=0：

含了全部类型的间断点，

还真是一个好的（折）模（磨）拟（你）题呢！！(bushi

二、 计算题
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这道题目，往年题里也考了很多，思路就是使用夹逼定理。我在这里给大家

讲讲什么时候问看出来要使用夹逼定理求极限呢？
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我 们 使 用 夹 逼 定 理 求 极 限 往 往 放 缩 的 是 分 母 ， 便 于 我 们 进 行 求 和 。

那 么 我 们 将 第 一 项 和 最 后 一 项 的 分 母 取 出 来

如 果 我 们 发 现 ， 两 者 是 等 价 的 ，

那 么 这 个 时 候 说 明 第 一 项 的 分 母 和 最 后 一 项 分 母 差 别 并 不 大

此 时 我 们 就 可 以 使 用 夹 逼 定 理

如 本 题 中 ：

第 一 项 分 母 为 ， 最 后 一 项 分 母 为 ，

那 么 这 个 时

放 缩 了

候 ，

我 们 3 2 3 2
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将 所 有 式 子 的 分 母 都 放 缩 为 和 把 所 有 项 的 分 母 都 放 缩 为

对 原 式 的 极 限 就 没 有 影 响

① ②

现 在 我 们 只 需 要 将 ① ， ② 极 限 都 求 出 来 ， 说 明 他 们 相 等 就 可 以 了

① ：
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（ ）

现 在 遇 到 的 问 题 是 分 子 我 们 应 该 怎 么 化 简 呢 ？

我 们 发 现 每 个 括 号 内 都 是 等 差 数 列 的 求 和 ， 我 们 先 将 每 个 括 号 内 的 和 求 出 来

， 则

原 式

现 在 分 子 我 们 又 可

1+2+...+k=

以 看 成 一 个 通 项 为 的 数 列 求 和 了

原 式
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 在 这 个 式 子 中 我 们 发 现 分 母 部 分 是 还 是 甚 至 是 对 原 式 的 极 限 是 没 有 任 何 影 响 的

所 以 如 果 我 们 发 现 ， 两 者 是 等 价 的 ，

那 么 这 个 时 候 说 明 第 一 项 的 分 母 和 最 后 一 项 分 母 差 别 并 不 大

此 时 我 们

② 这 一 半 过 程 和 ① 一 模 一 样

最 后 化 简 结 果 也 就

就 可 以 使 用 夹 逼 定 理 放 缩 了

这 句 话 还 是 很

变

有

了 分 母

原 式 =

道 理 滴 ！ ！
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大 家 想 回 顾 下 刚 才 的 过 程 的 话 可 以 自 己 推 推

最 后 我 们 由 ① ， ② 极 限 相 等 ， 由 夹 逼 定 理 ：

最后我们再说说，如果我们发现第一项分母和最后一项分母并不等价怎么办

呢？那就要提到我觉得是这种题目最直接的做法了：利用定积分的定义，大家期

中考试完了之后应该才会学习这个知识。我一般做这种题都是直接写成求和形

式，变形为定积分定义求的，很方便！



变式：
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设 存 在 ， 定 义 ：

求 ， 并 计 算

（ ）

（ ）

这个题目就不是那么常规了，是我做的一道感觉非常好的题

目
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这个时候我们应该用什么方法呢？

发现每一个式子间的关系都是加减关系

我们知道：在求极限问题中，等价替换只能用于乘除关系，如果是加减，就要用到泰勒展开

那我们将每一项都使用泰勒展开！

因为题目只告诉我们一阶导数存在，那就展开到一阶导数项就行了

我们先直接来求

的极限：即求

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1(0) (0)( 0) ( ) (0) ( )

2 2 2 2 2( ) (0) (0)( 0) ( ) (0) ( )

...

( ) (0) (0)( 0) ( ) (0) ( )

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ... ( ) (0)( ... ) ( .

f f o f o
n n n n

f f f o f o
n n n n n

n n n n nf f f o f o
n n n n n

n nf f f f o
n n n n n n n n

       

       

       

          求和： 2

2 2

2 2 2 2 2

.. )

( 1) ( 1)(0) ( )
2 2

1 2 ( 1) ( 1) 1 1 1lim ( ) ( ) ... ( ) lim (0) ( ) lim (0) ( ) (0)
2 2 2 2 2n n n

n
n

n n n nf o
n n

n n n n nf f f f o f o f
n n n n n  



 
  

                     
     

在这个过程中，我们发现，我们始终是对皮亚诺余项进行运算的

而如果我们使用等价替换，就没有这个皮亚诺余项

我们最后运

2 2 2

2 2 2

1 21 lim sin( ) sin( ) ...sin( )

( ) sin , (0) 1
1 2 1 1lim sin( ) sin( ) ...sin( ) (0)

2 2

2 li

n

n

n
n n n

f x x f
n f

n n n





   
 
  

      
 

算的结果发现皮亚诺余项对于原式的极限并没有影响，所以如果你使用了等价替换也能算出来答案

但是过程是不对的，因为加减法

那么

是

下

无法

面两

使用等价

问就很简

替换的！

单了

（）

则

（）

！！

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 2m 1 1 ... 1

1 2 1 2ln 1 1 ... 1 ln 1 1 ... ln 1

1 2lim ln 1 1 ... ln 1

n

n

n
n n n

n n
n n n n n n

n
n n n





                 

                             
          
                      

这些都是乘积关系，要用结论就先取个对数呗

2 2 2

2 2 2

1 2 1lim ln 1 1 ... ln 1
2

2 2 2

( ) ln , (0) 1
1 2 1 1lim ln 1 1 ... ln 1 (0)

2 2

1 2lim 1 1 ... 1 n

n

n
n n n

n

f x x f
n f

n n n

n e e
n n n





                 
      







  

                          

                   
那么



1
1 cos
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sin2.lim
x

x

x
x





 
 
 

这种题目就很经典了，每年都会非常稳定的出现一道这样的题目

1
1 cos

1
1 cos

0 0

0

1
1 1 1lim(1 ) , lim(1 )

sinln

sin 1lim ln lim
1 c

n n

os

lim

sinln (

n n

x

x x

x

n n

xx
x

x
x x

e

x

e

x x
x



 













 
 
 

   
 
 
 









 




我们先求 的

做法也非常的套路：取对数求极限再取指数

发现这里是ln1类型，那就加一减一利用ln(1+

当然这个模型也是非常经典的 类型

属于重要极限 的

极限

原式=

) 就 ）

拓

好了

展了

   

 

0 0 2

3

3 30 0

1 sin 1 sin 1 sinln 1 1 lim 1 lim11 cos 1 cos x
2

1
sin 162lim 2lim

x x 3

x x

x x

x x x x
x x x x x

xx x

 

 

                  


   

等价替换 等价替换

等价替换

变式：

30

20

sin 6 ( )lim 0
x

6 ( )(1) lim
x

(2 ) ( ) 0 (0 )

x

x

x xf x

f x

f x x f










 

设

求

若 在 连 续 ， 求

这种题目是 2020 年的期中考试题考了一道这样的题目，我当时复习的时候

感觉没见过这种思路的很难直接想到，所以在模拟题里面让大家混混眼熟(*^▽

^*)



3 2 20 0

30

2

0

0

sin6 ( )lim 0
x

6 (

sin6 (

)(1) l

)sin6 ( ) 6 ( )lim lim lim 0
x

im
x

x x
0

l

x

x

x x x

x
x f xx xf x f x

x

f

x

xf x

x

 














 
  

让求的这个极限和原题目给的极限太像了:我只用给分子分母同时除以 就行了

好的，这样子做完之后，感觉没什么问题，但是对答案时候发现答案竟然不是！！！

可恶！为什

设

求

可能看第一眼就

么呢？

问题出现在了

感觉有些懵

这里：

，

2 20

2

0

sin6 ( ) 6 ( )im lim
x x

sin6 sin6( ) 6

6 ( ) ( )
x

x x

x xf x
x x

f

x f x f xx

x f x

 













你看分子 两项之间不是乘除关系，而是加减关系，那么将 替换为 ，是不是就出问题啦？

那应该怎么做呢？可能你一下子就想到了：嗷 加减法要用泰勒展开！

但是遗憾的是题

，等价替换是不

目并没有告诉我们题目让我们求的是 的极

是不能在加减关系中

限，而不是有关 及其高阶导数的极限

用

使用哈？

泰勒展开

 

3 3 3 30 0 0

3

3 2 3 30 0 0 0

sin6 ( ) sin6 ( ) 6 6 ( ) 6 sin6 6lim 0 lim lim 0
x x x x

1 6( ) 6 ( ) 6 6x sin6 6lim lim lim lim 36
x x x x

x x x

x x x x

x xf x x xf x x x xf x x x x

xxf x x f x x

  

   

           
 

  
   

好像并不直接，

如果你听过

啊，没办法了，看下

我那次的直播课的话

答案

设

那么 （等价

，就知道，这

替换）

个思路其

20

6 ( )lim ( ) ( )
x

( ) ...
x

f x f x f x

f x emm






实是拟合法，加减法我们用不了等价替换，

但是我们可以给原式作恒等变形分成估计值和误差值两项的极限，真实值=估计值 误差值

如果你没有听过的话，也没有关系，因为我也没想到这个题可以这么做哈哈哈

而且我觉得我的思

这个式子我们根本就不知道 是什么，如果我们知道 的表达式，代入进去不就相当于求函数

路更

极限嘛

的表达式怎么求？ 看看选择题第一题

好耶：

变式，你

 

3 2
3 30

32

2 2 2 3 30 0 0 0 0

sin6 ( ) sin6 ( ) sin6lim 0 (1) sin6 ( ) (x ) ( ) (x )
x x

sin6 6 sin6 16 (x ) 66 ( ) 6 sin6 6lim lim lim (1) lim (1) lim
x x x x x

x

x x x x x

x xf x x xf x xo x xf x o f x o
x

x x xo xf x x xx x o o



    

 
         


  

     

就明白了：去极限符号！

由

那赶紧代入试试！！

（等价替换） (1) 36o 

所以去极限符号也是很经典的一种思路哦



 3 3 2 2

30

2 3 3

30

(2) ( ) 0 (0)

1 (0)6 (6 ) (0) (0) o( )
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ff
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这一问，题目让我们求 的高阶导数的极限

那

若 在 连续，求

整合一下

这个式子极限

泰勒展开简直太合适不过

那么①

了

要为 ，②

20

20 0 0

6 ( )lim 36
x

6 ( )

(0)(0) 0 36 0
2!

(0) 6 (0) 0 (0) 7

( ) ( )lim lim lim 36
x 2x 2

(0) 72

(

2

x

x x x

f x

f x f x f x

f

f f f

f

f x



  




 


   

  


  



  

 

但是有的同学可能是这么做的：

由

运用洛必达法则：

推出 ，结果对了，但是这个过程依然有问题：

因为洛必达法则必须要求分子分母在一个邻域内可导！！

但是题目只告诉我

③

么就 ，

们

那 有 ，

2

) 0

( ) 0
( ) 0

sin 6( ) (x )

( ) 0
( ) 0

lim

x

f x x
f x x

xf x o
x

f x x
f x x





 

  







在 处连续

根据我们第4题所讨论的知识：

它是不能推出 在 的邻域内都可导的

也更不可能推出 在 的邻域内可导

所以，我们不能使用洛必达法则！

还有，大家可能也会有这样的问题：第一问我们求出了

能直接求导计算吗？

啊，也不能啦 原因是一样的题目只告诉我们 在 处连续

我们顶多推出 在 处导数存在，或者高阶导数存在，

但是推不出
0 0

( ) lim ( ) (0)
x x

f x f x f
 

   存在，更不能推出

忘了的话，回头再看看第四题我们讨论的几个问题哦

最后再让大家看一下洛必达法则使用条件：



洛必达约束还是蛮多的，考试要注意嗷



2 1arctan , 0
( ) , ( ) ( ( ))

0, 0

x x
x f x f xx

x
 

  
 

3.设 处处可导，求 的导数

这个题目不是很难，就是让大家回忆一下复合函数导数的求法，答案如下：



2 2

022

2 d4. ( ) (0) ,
sin 1 t

x t t yf x y b
dxt y a y 

   
  

设 由 确定，若 求

这个题目就是隐函数求导了，也几乎年年都考，而且每次都要考到二阶导。

我一般记不住二阶导公式，所以喜欢现场去推导，是利用凑微分思想，其实也不

难，而且对于大家以后学习物理，微分方程之类的很有帮助哦



2
2

25. [ ( ) ], , , ,y du d uu f x y x f
dx dx

   其中x,y满足方程y+e 且 均二阶可导，求

这个题是隐函数求导问题，我们要知道 u和 y他们是什么？

他们不是独立的变量，他们是关于 x的函数！！所以他们与 x具有隐函数关系

求导的时候就要利用复合函数求导法则

这个思想在物理中非常有用，学过物理竞赛的同学们应该非常了解这一点：虽然

x,v,a（位移，速度，加速度）没有明显地标出是 x(t),v(t),a(t)，但是我们要知道

x,v,a 并不是和 t 无关的变量，它们都是关于 t 的函数，求导的时候是要看成

x(t),v(t),a(t)求导滴

如果你刚开始实在适应不过来，建议你把原题目的 u,y 都写成 u(x),y(x)这样会好

理解很多的，不过还是希望大家养成具有隐函数关系的这种思想哦



 n6 6( ) sin cos ( )f x x x f x 6.已知 ，求

这个是求高阶导数的问题，想告诉大家什么呢？遇到三角问题，大家不要一

上来就想着用莱布尼兹求导法则，而要先想怎么利用倍角公式降次，怎么利用积

化和差将乘积转变为加减。当然这个变形确实比较难呀~题外话：这个题来源于

2020 年高联的一道填空题（高中最后一次高联，所以印象比较深刻啦）就出给大

家。



1(x) sin

x
x 1

f
x



 



7.讨论 在所给区间上的连续性和一致连续性

（1） (0,+ )

(2) (c,)(0<c<1)

一致连续题目我比较喜欢先用利普希茨判别法进行判定。

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ,

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

f x f x L x x L

f x

x x
L

f x f x L x x

f x

f x f x f x x
f x f x f x x x x

f






 

  

 

   

   

    

利普希茨条件告诉我们：

如果 为利普希茨常数，

那么 一定一致收敛

其实道理很简单呀：

我们只要取

那么就有

就一致收敛了

但是利普希茨条件很有用！

我们直接用拉格朗日中值定理

，

我们只要能证明

x

( ) 有界就行了，

所以你拿到题目先求下导，如果发现导函数有界，那太好了

我们直接可以判定函数一致收敛（比如2021的期中）

如果发现导函数无界：

说一个经验规律：

如果是在x=0处导致的无界，那还有可能考虑下函数一致收敛

如果不是0导致的无界，那就转换下思路去证明函数不一

总结一句话：导函

致收敛吧

证明

数有界是函数

不一致收敛就

一致收敛的充

是找点就

分不

比如

行

必要条件

还有一些结论如下：



本题具体的解答过程答案写的比较好（另外一方面是太难敲了呜呜）学长将这种

题的分析思路告诉大家了，剩下的就靠大家慢慢研究吧



三、计算题

这道题思想性非常好，我大一做这个题的时候也是先积累了下经验哈哈。具体如

下：

1 1 2 1...lim , lim , lim n n n
n nn n n

a b a b a ba a b b
n



  

  
 已知 计算



四、计算证明题

 1 10 3, (3 )( 1,2,...)n n n nx x x x n x    设 证明数列 极限存在，并求此极限

来到了递推数列求极限问题。如果听过我在助消化课堂录制的递推数列极限问题

的话。相信你心里已经一下就有做这种题的思路了。

1

1

1

( ) (3 )
3

3 3(3 ) ( 1,2,...)
2 2

3
2

(3 )

( ) (3 )
2

3 3
2

,

2
n n

n n n

n

n n n n n

f x x x

f x x

x xx x x n

x x

x x x x x

x x x x





 

  

 
    





   

那就先求一下不动点做到心里有数：

令

令 即 解得

那这个题的最终答案一定是 了，我们下面做题就往 靠就行

我们说过：

注意到

也就是说：除了 以外，其他的 都

现在利用作差法求一下单

递推数列要收敛就一定收敛于不动点：

调性：

我们令它大

   
 

2 2
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(3 ) 0 (3 ) 3 2
3(2 3) 0 0
2
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于

我们能从题干信息中得到

首先 显然成立！ 我们也证明了

那么 是恒成立的,也就是说 是恒成立的

因此从第二项开始 单增且 有界

由单调有界准则知 极限存在：

令

对 两侧同时取极限有
3a) a
2

  



变式：

 
1 1sin sin ,sin sin(sin ), 2,3,..., sin 0

(1) sin

(2) lim sin
3

n n

n

nn

x x x x n x
x

n x





   假设函数列 若 ，

证明 收敛并求其极限

这个题目往年题考了两次，所以还是值得拿出来说一说的。主要是第二问，可能

第一次做觉得这是在求数列极限，但是做过一次这种题之后就会发现，用完 stolz

定理把 n消去后，这其实是一个求函数极限的题目。

 

1 1 1

1 1

sin

sin 1

sin 0
sin (0,1]

sin sin sin(sin ) sin

(0, ]
2

sin (0,1]
sin(sin ) sin
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n
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x
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x
x

x x x x

x

x
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x


  

 







  









证明 收敛并求其极限

这种题目肯定是利用单调有界准则求极限的

首先我们知道

然后第一项是大于0的，

根据数学归纳法也很容易得出

所以

时,有sinx<x恒成立

那么在这里 时候

自然有 成立了

于是  
 

1

1

0 sin

sin sin (0,1] sin
limsin

sin sin(sin ) sin 0

n

n n n

nn

n n

x x

x x x
x a

x x n a a a













  

即 单调递减

单调递减且 有界，由单调有界准则知 极限存在

设

在 两侧同时对 取极限得： 解得



2

2 2

2

2 2 2 2 2
1 1

lim sin sin )
3 3

sin ) sin
3 3

1 1 1 n+1 1 1lim sin lim lim lim1 1 1 1 13 3 3 3
sin sin sin sin sin

n nn

n n

nn n n n

n n n n n

n nx x

n nx x

n nn x stolz

x x x x x



   

 




  

 

要求 ，本质上我们可以求( 的极限再开根号即可

( ，这样化简的好处在于去掉了根号，下面会有大的用处

（由 定理）

这样我们就消去了n，这也是去

2 2 2 2
1

2 2 4 3

2 2t 0 t 0 t 0 t 0

2 2

3

t 0 t 0

1 1 1 1lim lim (1 1 1 13 3
sin sin sin (sin ) sin

1 1 1 sin 1 1lim lim lim lim1 13 3 sin 3 ( sin )( sin ) 3 ( sin ) ( sin )
sin

1 lim lim
3 ( sin ) (

n n

n n n nx x x x

t t t t t
t t t t t t t t t t

t t
t t

t t

 



   

 


 

  
    




掉根号的好处

本质就是求一个函数极限）

3

t 0 3

2

1 1 1 1lim 6 11sin ) 3 2 3 2
6

lim sin lim( sin ) 1
3 3n nn n

t
t t t

n nx x



 

  


 

  

那么



经过一系列的奋斗，我们终于走到了中值定理篇。我个

人认为数分最难的是三个板块：①中值定理②积分不等式③

无穷级数。所以期中考试在这里出 30 分的题目就直接导致

了期中数分的难度陡然上升，可能解决好这个板块的内容，

我们期中的分数会直接上涨 20 多分。如果你已经看到了这

里，说明你是十分信任学长了哈哈（yysy 看到前面写了 30

页自己都有点惊讶呢）。那我就来带你攻克这个终极 boss

吧。

其实大家在做往年题时候不难发现，试题主要考察：①

介值定理或零点存在定理②罗尔定理③拉格朗日中值定理

④泰勒中值定理，让我们来逐一破解它们！！



五、证明题

  1( ) 1,2 (2) 2 (1)
2

2 ( )( )

f x f f

ff  


 

  

设 在 上连续，在(1,2)内可导. ， ,证明：

存在 (1,2)使得

首先我们在卷子上会遇到第一个中值问题：罗尔定理。这种题难在什么地方？我

们发现,答案在刚开始会直接写一句构造辅助函数 F（x），那这些辅助函数都是怎

么来的呀？

同学们在高中的时候也会遇到构造辅助函数的问题：



罗尔定理构造的辅助函数的来源也就是我们高中学习的这些构造。但是，毕

竟我们已经是大学生了嘛，当然不能记这么多结论了（话说我高中时候就很好奇

这些函数到底是怎么看出来的）

16
( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0 ( )
( ) 0

f x p x f x

f x p x f x f x
f x

  

  



我 们 可 以 直 接 把 原 函 数 给 它 解 出 来 ：

怎 么 解 呢 ？

是 不 是 左 边 的 来 源 是 原 函 数 求 导 的 结 果 ， 因 此 要 求 原 函 数 ， 思 路 自 然 是 积 分 ！

（ 当 然 这 里 的 积 分 是 非 常 基 础 的 积 分 哈 ， 大 家 高 中 都 学 过 ）

不 难 发 现 ， 以 上 种 构 造 都 有 一 个 共 同 特 点 ：

它 们 都 可 以 写 成 的 形 式

那 么 我 们 就 只 需 要 研 究 这 种 类 型 的 题 目 原 函 数 怎 么 构 造 就 可 以 了

两 边 同 除

（ 在 这 里 你 可 能 会 好 奇 怎 么 办 ，

   

( ) ( )( ) 0 ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ( )) ln ( )
( ) ( )

ln ( ) ( )

a b ( ) 0

f x f xp x p x
f x f x

f x d x p x dx
f x

f x d f xd x f x C
f x f x

f x C p x dx

F x

 
     


 


  

  

  

 

 



其 实 原 函 数 有 很 多 种 ，

我 们 只 要 求 出 一 种 就 行 了 ， 因 此 无 需 顾 虑 ）

然 后 两 侧 同 时 积 分

左 式 = （ 不 定 积 分 加 一 个 常 数 ）

那 么 此 时 就 有 ，

我 们 在 用 罗 尔 定 理 的 时 候 是 根 据 F F ， 得 出 在 (a,b)上

那        

( )

( )

( )

a b a b

ln ( ) ( ) ( )

( ) 1

( ) ( )

p x dx

p x dx

p x dx

C C

f x p x dx f x e

f x e

F x f x e



   

   

 





么 无 论 我 们 构 造 的 是 F F ， 还 是 F F ，

得 到 的 结 果 都 一 模 一 样 ， 因 此 我 们 就 取 C=0

找 到 一 个 最 简 单 的 原 函 数 就 行 了 ：

我 们 把 右 边 乘 到 左 边 ，

刚 刚 我 们 说 了 ， 常 数 没 影 响 ， 这 里 直 接 丢 掉 右 边 的 1

我 们 要 的 原 函 数 就 是 左 边 的 式 子

大 家 可 以 试 一 下 我 们 高 中 学 习 的 这 些 例 子 ， 你 会 发 现 这 些 原 函 数 都 不 用 记

我 们 手 动 给 它 全 算 出 来 ！

我再讲一下求解这种问题的解题步骤：

( )

( ) ( ) ( ) 0

( )
a b

p x dx

x
f x p x f x

f x e


  



①将原式中的中值 全部换为

②如果我们能将该式子化简为 的形式

③构造F(x)=

④找两个点a,b使得F( )=F( ),这两个点题目往往会告诉我们信息：

⑤在(a,b)上应用罗尔定理：



现在我们解决一下这道题目：

2

( )

2
2ln ln

2 ( )(x)

2 ( ) 2(x) ( )x 2 ( ) 0 ( ) ( ) 0

2 2( ) ( ) 0 ( )

( )(x) (

( ) (

) ( ) (

)

)

( ) 0

( )
dx x xx

p x dx

f xf
x

f

x

f x p
xf f x f x f x f x
x x

f x f x p x
x x

f xF f x e f x e f x

x f x

f x e

e



 

 

         

    



 







  

①将原式中的中值 全部换为 ：

②如果我们能将该式子化简为 的

我们将原式化简为了

形式：

③构造F(x)= ：

，此时

2

2 2

1(2) 2 (1)
2

(2) 1 (1

a

) 1(2) , (1) , (1) (2)
2 2 1 2

2( ) ( ) (

0

,

)

b

(

)

x

f f

f fF F F F

f F

F

F f 








 

 

    









比如这个题目告诉我们 ，

那么 有

在(1,2)由罗尔定理得

是

④找两个点a,b使得F( )=F( ),这两个点题目往往会告诉我们信息：

⑤在(a,b)

：存在 (1,2)

使得

上应用罗

谁？它不是别人，它就一定含有 因为我们就是用这个函数积

尔定理

分得到的

：

2(x) (x) ( )

2 2 ( )( ) ( ) 0 (

(x)

)

F f f x
x

ff f f   
 

 

     

所以 的导函数一定就有

现在我们再把它变回到题目的样子：

2

2 2

2

4 3

3

( )(x)

(2) 1 (1) 1(2) , (1) , (1) (2)
2 2 1 2

( ) 0
( ) ( )2 ( ) 2 ( )(x) (x)

( ) 2 ( ) 2 (( ) 0 ( ) 2 ( ) 0 ( )

f xF
x

f fF F F F

F
f x x f x x f x x f xF F

x x
f f fF f f f




      




    



 

   
   

 
         

当然我们做题也要神秘一些：

第一步直接构造

然后 有

在(1,2)由罗尔定理得：存在 (1,2)

使得

再把 求出来：

由
)





变式：

  1( ) 0,1 (0) 0, (1) 0, ( ) 1
2

1 ( )
2
0 ( ) 2 ( ( ) ) 1

f x f f f

f

f f

  

    

  

 

    

设 在 上连续，在(0,1)内可导， 证明：

(1)存在 ( ,1),使得

(2)存在 ( ,1),使得

 

   

1( ) 0,1 (0) 0, (1) 0, ( ) 1
2

1 ( )
2

( ) 0,1 x 0,
x )

1
1

(f x

f x f f f

f

f x
x

  

  

 



如果大家在做中值问题的时候，

发现这个含中值的式子没有涉及任何求导运算，

那么它就是考介值定理（零点存在定理）的（我个人认为这两个定理说的就是一句话哈）

做法

设 在 上连续，在(0,1)内可导， 证明：

(1)存在 ( ,1),使

就是直接把右边式子挪到左边：

得

由 在 上连续知F( )

构造F( )= ，

在 上连续

F(
1 1 1( ) 1 (1) 1 1

2 2 2 2
1 11 0 ( )
2 2

f f

f   

    

  

)= ，F( )=

F( )F( )<0，由零点存在定理：存在 ( ,1),使得F( ) 即



 

   

( )

( )

0 ( ) 2 ( ( ) ) 1
( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

p x dx

p x dx p

f x p x f x

f x p x f x q x

e

e f x p x f x q x

f

e

f    
  

  

   



   



这个题目我们变形时候会发现，我们得不到 的形式

那么怎么办呢？

下面我来讲下 的原函数

首先我们先给两侧同时乘

（关于为什么要乘这个式子，其实它叫恰当因子，

如果大家学常微分方程的话会知道的，大家先记住吧）

得到

(2)存在 ( ,1),

：

使得

 

 

 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( ) d

( ) d

x dx

p x dx

p x dx p x dx

p x dx p x dx

p x dx p x dx

e f x

e f x q x e

e f x q x e x

e f x q x e x



  
 

    
 
  

 





左边会神奇地发现：它就是 的导函数

那么 ，我们再积分一次

，将右边挪到左边

现在我们要构造的原函数就是：F(x)=

大家记好过程就行，不必记最后的结论（学长也从来也没记住过这个哈哈）

 ( ) ( )

2 2 2

( ) 2 ( ( ) ) 1 ( ) 2 ( ( ) ) 1

( ) 2 ( ) 2 1 ( ) 2 ( ) 2 1 p( )
( ) (

2 , ( ) 2 1
) ( ) ( )

( )

( )

dp x dx p x dx

f f f x x f x x

f x xf x x

x

f x p x f x q x

e f x q x e x

f x xf x x x x q x x

p x dx

  


        

         



 



 









①将原式中的中值 全部换为

②如果我们能将该式子化简为 的形式

③

我们来解决一下这个题

构造F(x)=F( =

，

目：

x)

    2 2

2 2

1

( )2 2

4

1(0) 0, (1) 0, ( ) 1
2
1 10

2 ; d 2 1 d

(

, 1 ,
2

b
)

2

a

p x dx x x

x x

xdx x q x e x x e x xe

e f x

f

e

e

e

x

f f

    

 





  

F(0)= F( )

那么F(x)=

我们发现三个值都不相等，那是直接用

④找两个点a,b使得F( )=F( ),这两个点题目往往会告诉我们信息：

⑤在(a,b)上应用罗

不了罗尔定理的

但是你画一下三个

尔

点

定理

的位

=- F

置，

不

：

( )= ，

难发现F

2 2 2

2

1
4

2

2

0

) ( ( ) 1) ( ( ) ) 2 ( ( ) 1 2 ( ) 2 )

( ( ) 1 2 ( ) 2 )

1 1 10 , 1 , 1 0
2

( ) 1 2 )

2 2

( 2

x x xx

e

f x e f x x e x f x xf x x e

f f e f

e

f

  

    

 



   

 

          

     



   

(0)= ，F( )= >F(0) F( )=- F(0)在( ,)之

存在 ( , ),使得

间必存在 使得F( )=F( )

我们在(0, )上可以使用罗尔定

F（ ）=0

F

F（ ）=

理：

2 0 ( ) 2 ( ( ) ) 1
01 ( ) 2 ( ( ) ) 1

f f
f f

   
    

     

    综上：存在 ( ,),使得



六证明题：

 ( ) 0,1 (0) 0, (1) 1.

(1) ( ) ( ) 1;

(2) ;
( ) ( )

f x f f

f f
a b a b

f f

   

 
 

 

  

  
 

设 在 上连续，在(0,1)内可导， 证明：

在(0,1)内存在不同的 , ,使得

对任意给定正数a,b，在(0,1)内存在不同的 , ,使得

接下来你会遇到拉格朗日中值定理：拉格朗日中值定理多用来考察双中值问题。

学好拉格朗日中值定理，我们要先知道拉格朗日中值定理的几何意义。







这个是最后的答案



变式：

 

  
0 0 0

( ) 0,1 (0) 0, (1) 1.

(1) , ( ) 2 3
(2) 1 ( ) 1 ( ) 4;

f x f f

x f x x
f f   

 

  

    

设 在 上连续，在(0,1)内可导， 证明：

存在 (0,1)使得

在(0,1)内存在不同的 , ,使得

这个题和第一题几乎一样，当然这个题难度还低一些，他在第一问就把第二

问要找的你那个点告诉你了。不过如果你没注意到的话，可以用解方程的思路把

它解出来~话说这个方法好像还是学长自己探索的捏，小小骄傲一下叭~~~一般解

答都不会告诉我们那个点是怎么找出来的，网上经常也说的含糊不清，不过大家

现在应该知道：我们可以把它算出来！



七.计算题

2

2( )
2 1
xf x

x x


 
函数 ，求该函数的单调区间，极值点，极值，凹凸区间，拐点

这个题是 2021 年的期中考试题，为什么要选这个题呢？一方面是给卷子整体

降降难度(bushi 另一方面呢，是我去年这个题扣了 2分

答案大家都有

仔细看一下最后的区间形式，在高中的时候老师告诉我们单

调区间全写成开集就可以了，但是去年结论全写成开区间会

扣 2分，所以大家还是考试时候不要全写成开吧，写成半闭

半开的会好一些（具体我也不知道为什么全写成开不严谨

呢）



八.证明题：

 
 

2

( ) , (a) (b) 0,

, ,
4( ) ( ) ( )

( )

f x a b f f

a b

f f b f a
b a





   



  


设 在 上二阶可导,且 求证：

存在 使得：

最后就到压轴题了：泰勒中值定理，这种题目的标志就是，题目出现的导数

的阶数比较高了。

要解决泰勒中值定理，我们只需要注意两个问题：

①用谁在哪里展开

②展开到几阶

这种题是以往考的类型，是让我们证明存在一个中值满足条件就可以了。

那一般就是把 f(x)在一些点展开就行了（常见展开点为：题目所给的点，端点，

区间中点，极值点）具体地真的要大家尝试了，压轴题一般没有什么通法，还是

要大家有一些探索能力的，毕竟数分满分不是那么好拿滴

那我们就顺着思路：



2 21 1

1

2 22 2

2

2 21 2

( ) ,
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2

f x x a x b
f ff x f a f a x a x a f a x a

a x
f ff x f b f b x b x b f b x b

x b
f ff b f a x a x b

 


 


 

 
 

        

 
 

        

 
 

     

将 分别在 处展成泰勒公式

①

②

② ①得： （※）

因为我们目前做

2

2

2

2 21 2

4 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) (

( ) 4

( ) ( )( ) ( )

)
4

( ) ( )
2 2

b af f b f a f b f a f
b a

f ff b f a x a x

b a f

b







 

   
          

 
  




 

的工作只是恒等变形对吧？

所以按理

现在方向是不是就有了？把右

来说（※）一定可以推出结论

我们直接按照结论的样子对（※）变形：

目标： 即 目标：

建议大家采用逐步调整法：一点一点放缩

侧放大到

可能你会

 

2 21 2

2

1 2

2 2 2 21 2

( ) ( )( ) ( )
2 2

( )( ) ( ) ( )
4

( ) max ( ) , ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
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2
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f fx a x b

b af b f a f

f f f

f f fx

f
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f b f a

 

 





 

  

 
  

 
   

 
   

  
  


 

   

直接放缩成

一步得出结果，但是有的放缩要求比较紧的题目是做不出来的

目标： 中只有一个

那就先放缩中值：

到

取

注意 2 2

2

2

2

2 2

2 2

2

( )2 ( )

) ( ) ( , )

( )(

4
( ) ( )2 ( )

4 2
( )
2

( )0,
4

) ( )
4

b aa b x b a

b a b ax

x a x b a b x

b ax

b a x

b ax

x a b

b

x

a


   

  


 

 
   





 

 

是对 上的任何 都成立的

现在目标是不

取什么值呢？我们慢慢分析：

我们化简一下这个式子：

即 只要取 就得证了

值得注意的是 时

左式 右式 ，所以本题的放缩还是

是就

给大

转变为了

家留了一

找一个合适的 使得

些空间的

所以可 2 21 2( ) ( )( ) ( )
2 2

f fx a x b  
  



能你第一步直接放缩成 也能得到最终结果

但是建议大家采用逐步调整法哈

当然考试实在没时间了你就全放缩开，说不定一下子数分就考100了呢



变式

 ( ) 0,1 (x) , (x) , ,

x (x) 2

f x f a f b a b

f a b

  

   

设 在 上二阶可导，且满足条件 其中 都是正实数

证明：当 (0,1)时

这个题目是去年考察的类型，所以给大家提供下思路。这种题目就不一样

了，它让我们证明的是任意的 x属于(0,1)都要满足题意，那么我们就不能只在某

些点展开，而要在任意的点 x0 展开。用谁展开呢？ x 然后代入：题目所给点，

区间端点，区间中点，极值点。

0

2
0 0 0 0

21
0 0 0 0

22
0 0 0 0

22 1
0 0

( ) x
( )( ) (x ) (x )( x ) ( x )
2!

( )(0) (x ) (x )(0 x ) (0 x )
2!
( )(1) (x ) (x )(1 x ) (1 x )
2!

( ) ( )(1) (0) (x ) (1 x ) (0 x
2 2

f x
ff x f f x x

ff f f

ff f f

f ff f f







 


     


     


     

 
      

将 在(0,1)上任意点 展开：

代入0和1有：

①

②

然后两式相减得 2
0

2 21 2
0 0 0

2 2 2 21 2 1 2
0 0 0 0 0

2 2 2 21 2
0 0 0 0

)

( ) ( )(x ) (1) (0) x (1 x )
2 2

( ) ( ) ( ) ( )(x ) (1) (0) x (1 x ) (1) (0) x (1 x )
2 2 2 2

( ) ( )(1) (0) x (1 x ) 2 x (1 x ) 2
2 2

f ff f f

f f f ff f f f f

f ff f a b a b

 

   

 

 
      

   
          

              

那么

可能大家直接把每一项拆开就得到最后结论了，那是因为这个题目右边给的是非常宽的，

所以建议大家一步一步放缩，根据题目要证明的右侧的值慢慢调整

其实题目的难易程度往往就取决于绝对值不等式这里，

简单的一下子就出来了，难的题目还要用一些不等式

（绝对值不等式在积分不等式地方用的很多，所以大家还是要慢慢积累经验）



写在最后：

唔，感谢你孜孜不倦地看到这里呀。学长真的把毕生所

学都教给大家啦，相信你也已经收获了不少的解题技巧了。

其实写答案时候还是蛮感慨的，突然发现原来能在一套数分

卷子上唠很多很多的话。里面的每一个技巧或许都是学长在

那段夕阳西下，繁星点点的独属于自己的时光中雕刻出来

的。写这些答案的时候就有一种讲自己的“故事”的感觉，

数分还是需要大家用心去体悟的一门学科，或许你也会逐渐

为此而着迷。

但遗憾是还是要告诉大家考前还要反复去看往年题目。

这套试题只是学长带给大家一些解题的思路，能不能在考场

上用到就得看大家考前的练习了。希望能大家取得一个好成

绩~


